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Introducao

O presente trabalho esta inserido no contexto do projeto de pesquisa intitulado “A
Contextualizagao da Matematica Através das Redes Sociais”
(facebook.com/oshowdamatematica) apoiado pelo IFC — Campus Araquari e pelo CNPq
(Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico — Brasil), que tem como
objetivo a busca pelo significado no cotidiano de certos conceitos e/ou contetidos da
disciplina de Matematica. Diante das varias pesquisas realizadas sobre diversos temas da
matematica no Ensino Médio, apresenta-se nestas notas aquela realizada e aprofundada, em
certa medida, focando-se em aplicacdes da funcdo exponencial. Apdés pesquisar em diversos
sites e ler alguns trabalhos e artigos sobre o assunto, obteve-se a conclusdao de que a curva

catenaria se encaixa como uma de suas aplicacdes, ja que

K (5 po
y=h(e " +e) @
é uma funcdo exponencial. Devido a curiosidade despertada pelo assunto, foi decidido que
tais curvas continuariam a ser estudadas.
Segundo Talavera (2008) “uma curva catendria representa um cabo em suspensao cujas
extremidades estdo presas em duas hastes e esta sob efeito apenas da forca da gravidade”.
Quem primeiro observou esse tipo de curva foi Galileu Galilei, porém este matematico
italiano acreditava que tratavam-se de parabolas. Em 1647, um jovem holandés de apenas 17
anos, Christiaan Huygens, “investigou a geometria da catendria (a curva assumida por uma
corrente perfeitamente flexivel e inextensivel, de densidade linear uniforme, pendurada em
dois ganchos ndo situados na mesma vertical)” (Eves, 2011) e determinou “com argumentos
fisicos, que a conjectura era falsa sem, contudo, descobrir a expressdo analitica da curva”
(Faria, 2011). Mais tarde, em 1669, Joachin Junguis confirmou o que Christiaan Huygens ja
havia dito e inclusive publicou um trabalho sobre a curva catenaria nao ser uma parabola.
Porém, foi em 1690 que surgiu um desafio feito por Jakob Bernoulli para os grandes

matematicos, que consistia na determinacdo de uma funcdo que representasse a curva
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catendria. Entdo, trés importantes matematicos (Christiaan Huygens, Gottfried Wilhelm
Leibniz e Johann Bernoulli) propuseram trés solucdes, descrevendo a curva geometricamente,
mas sem explicar o método de resolver o problema. Posteriormente, “Huygens mostrou que o
problema poderia ser resolvido através do estilo classico (euclidiano) e Leibniz e Bernoulli
resolveram através do cdlculo diferencial, sendo suas solu¢des muito mais diretas que de
Huygens” (Faria, 2011). Mas... e se Galileu Galilei estivesse certo? Até que ponto podemos
aproximar, com uma insignificante margem de erro, uma fun¢do polinomial de segundo grau
com a funcdo da Curva Catendria? A partir desse questionamento, surge o objetivo do

presente trabalho.

Material e Métodos

Para realizar a comparagao entre a funcdo da Curva Catendria dada pela Equacdo (1) e a
funcdo polinomial de segundo grau

y=ax?+bx+c 2)

com os parametros a,b,c€lRea#0 , ¢ y
necessario forcar que os valores da funcao
aproximada seja os mesmos da Curva B
Catendria, para isso define-se quais os pontos P
que serdo utilizados na interpolacao: uma das . s
extremidades do cabo (xi, yi) e 0o menor L e
ponto que o cabo em suspensdo atinge (0,k) - -

como vértice da parabola, sendo k um valor

fixo, que podem ser observados na figura 1: x1 X2 %3 4

Figura 1 — Representacdo da Curva Catenaria

A partir da féormula do ponto minimo (vértice), proveniente da forma canénica da
funcdo polinomial de segundo grau e utilizando o ponto (0,k), determinam-se os parametros b
e c da Equacao (2):

—b b —(b*—4ac) —(0°~4ac)
x,=—=>0=—=b= e yv——=>k——a =k=c 3)

Para a determinacdo do parametro a, substituem-se na Equacdo (2) os resultados

encontrados acima, k = c,b =0,y = y; e x = x;. Logo:
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Por fim, é possivel apresentar a fungdo polinomial de segundo grau que sera

utilizada para realizar as comparagoes com a Curva Catenaria, para k >0 :

y,—k
Y=

Xy

x?+k ©)

No decorrer das discussoes sobre as possiveis aproximacgoes de diversas funcdes,
decidiu-se estudar as polinomiais de quarto grau para observar se as aproximagoes (caso
possiveis de serem feitas) apresentariam margens de erro menores do que as obtidas com a
parabola, segundo o que Galileu acreditava. Assim, a funcao:

y=ax*+bx3+cx?+dx+e (6)

foi aderida ao trabalho, pois comporta-se como parabolas no infinito. Para determinar os
parametros da fun¢do polinomial de quarto grau dada pela Equacdo (6), foi utilizado

sistema (7) abaixo, calculando a matriz inversa e resolvendo a equacdo matricial
X=A"'B (8).

ax, ' +bx*+cx“+dx,+e=y,

ax24+bx23+cx22+dx2+e:y2 (7)
ax, +bxs +cxy +dxs+e=y,

ax,'+bx, +cx,/ +dx,+e=y,

axs +bxs +cxs +dxs+e=ys;

3 2
X, X, x; x; x; 1 Y1
4 3 2
X X, X, X, X, 1 B Ya
X= — 3 2 =
Com X3, ASIxi x3 x5 x, 1| e Vs (8)
X 4 3 2
4 X, X, X, x, 1 Y4
X 4 3 2 Ys
7 Xe  X. X X5 1 '
] [

sendo (x1,y1), (X2,y2), (X3,y3), (X4,y4) pontos da Curva Catendria e, novamente, o menor ponto

que o cabo em suspensao atinge (0,k), para diversos valores de k.

Resultados e discussado
As figuras a seguir fornecem um comparativo visual entre os graficos das fungoes de
segundo e quarto grau utilizadas na aproximagdo com a curva catendria. Foram simuladas

situacdes com diferentes valores para o parametro k e intervalos de variacdo de x.
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Figura 2 — Comparando a curva catenaria com as fung¢oes polinomiais de segundo e de quarto

grau para k = 0,2 (esquerda) e k= 4 (direita), sendo | X | =15.
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Figura 3 — Comparando a curva catenaria com as fung¢ées polinomiais de segundo e de quarto

grau para k = 20 (esquerda) e k= 100 (direita), sendo | X | =15.

Pode-se dizer que quanto maior a distancia entre o modulo de x e o valor de k, menos
visivel é a margem de erro, ou seja, a aproximacdao dos valores é de fato muito boa. Na
planilha, com um incremento de +0.5, com x de -15 a 15, o melhor valor observado foi o de

k= 15500.
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Contudo, deve-se considerar que em situacdes reais o k no eixo y estd diretamente
relacionado a altura, e que, portanto, seu valor jamais ultrapassara um limite dentro do
possivel, ou seja, na maioria dos casos o k assume valores proporcionais a variacdo do
intervalo de x.

Tabela 1 — Erro médio das fungoes polinomiais de segundo (3) e quarto grau (y) em
comparagao a curva catendria (a).

k 0,2 4 20 100
a,f3 8,63645E+31 | 55,39579522 | 0,236503276 | 0,001843216
a,y 5,8846E+31 8,191385232 | 0,001734884 | 5,45934E-07

Quando os valores assumidos por k sdao pequenos quanto ao intervalo de x, a
margem de erro das aproximagOes é bastante evidente na figura 2 (sendo k= 0,2 e k=20,
respectivamente). Entretanto, quando o valor de k aumenta quanto ao intervalo de X, os
resultados se tornam melhores (ou seja, a margem de erro é menor), tais como na figura 3
(para k= 20 e k= 100).

Conforme os dados apresentados acima, pode-se dizer que os resultados obtidos pela

funcdo polinomial de quarto grau sdao melhores que os de segundo grau.

Conclusao

Conclui-se que para grandes valores de k em relacdo ao intervalo de x (como k= 100,
por exemplo) é plausivel acreditar que Galileu estivesse certo, pois conforme visto na Tabela
1, a margem de erro é muito pequena, tornando as aproximacdes das fungdes polinomiais de
segundo e quarto grau a curva catendria muito boa. O mesmo ndo ocorre com pequenos
valores de k em relagdo ao intervalo de x (como k = 0,2, por exemplo), cujas aproximacdes de

tais fungdes a curva catendria sao péssimas devido a grande margem de erro.
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